Методические рекомендации для учителей, подготовленные на основе
анализа результатов ЕГЭ 2020 года по математике

Анализ статистической информации выполнения заданий участниками ЕГЭ позволил создать модели участников, не преодолевших минимальный порог, набравших от минимального балла до 60 тестовых баллов, набравших от 61 до 80 баллов, от 81 до 100 баллов в 2020 году. Так появились векторы преобразований в каждой группе, которые можно принять за приоритетные направления дифференциации при отборе содержания обучения, выборе форм и методов работы при подготовке к ГИА в 2020–2021 учебном году.
Особенности взаимодействия с наименее успешными учениками: 
– обратить внимание на формирование вычислительных навыков. Практика показывает, что базовые вычислительные навыки учащихся формируются недостаточно, поэтому необходимо арифметическому блоку уделить внимание, но уже на новом уровне: 
· показать взаимосвязь обыкновенных и десятичных дробей, различные приёмы сравнения дробей; 
· совершенствовать навыки действий с рациональными и действительными числами;
· научить решать задачи на простые и сложные проценты, что, в свою очередь, поможет учащимся увидеть и осмыслить применение математики в жизни.
Одновременно на протяжении всего курса через систему упражнений необходимо поддерживать и развивать вычислительные навыки, что очень важно, и этим нельзя пренебрегать, так как об ошибках вычислительного характера постоянно идет речь при анализе результатов итоговой аттестации;
– отработать умения преобразований выражений; 
– при решении геометрических задач следует обратить внимание на работу с чертежом к задаче. Цель: формирование умения выполнять действия с геометрическими фигурами, координатами и векторами (в плане формирования компетентности);
– в алгебраической составляющей приоритетным направлением должен стать деятельностный подход, позволяющий осмысленно приобретать умения и правильно выбирать способы действий при решении новых по типу задач. Кроме этого, их недостаточно сформированные умения тоже требуют развития, специального отбора содержания для ликвидации пробелов.
Особенности взаимодействия с недостаточно успешными учениками:
– формировать умения решения уравнений и неравенств, исходя из функционального подхода выбора способа действий, при этом сложность заданий необходимо повышать постепенно; 
– особо обратить внимание на развитие умений выполнять действия с геометрическими фигурами на основе теоретических знаний. При этом не следует требовать от всех учеников заучивания всех определений, свойств, теорем и их доказательств. Тем более, простое заучивание не приближает ученика к формированию геометрических представлений о соответствующем понятии или к пониманию доказательства соответствующей теоремы. В некотором смысле геометрические представления о понятии важнее заученной формулировки его определения, так как заученные формулировки забываются, а геометрические представления остаются. Формулировки можно посмотреть в справочной литературе, а геометрические представления нет. То же самое относится и к доказательствам свойств и теорем. Заучивание школьниками доказательств теорем учебника не является эффективным средством обучения доказательствам, а сами теоремы не имеют своей основной целью обучение доказательствам. Для каждой теоремы, как правило, применяется свой метод доказательства и предназначены они, в основном, не для обучения доказательствам, а для объяснения того, почему верно то или иное утверждение, и для освоения методов решения задач. Это очень важно, так как именно эти умения  ученик использует в дальнейшем при решении задач;
– на уроках чаще использовать формы и методы работы, позволяющие ученикам выражать свои мысли в режиме громкой разговорной речи (например, ответы у доски; общение в паре, группе), что способствует глубокому осмыслению деятельности, за счет чего у ученика формируются прочные знания;
– при формировании компетенции «использовать приобретенные знания и умения в практической деятельности и повседневной жизни» обращать внимание на содержательный аспект заданий.
Особенности взаимодействия с более успешными учениками:
– усилить содержательную линию за счет заданий повышенного уровня;
– особое внимание уделить действиям с функциями;
– отрабатывать решения и неравенства высокого уровня сложности, в том числе, с параметрами; 
– работать с различными подходами к решению геометрических задач, отрабатывая методы решения.
Как и в предыдущей группе, возможно периодическое включение учащихся в парную работу с учениками из первых двух групп в роли ведущего с целью контроля деятельности ведомого, расширения возможностей выполнения действий ведомыми в режиме громкой разговорной речи (это способствует осмыслению деятельности).
Зона ближайшего развития успешного ученика: решение уравнений и неравенств высокого уровня сложности, построение и исследование математических моделей в задачах повышенной сложности, выполнение действий с геометрическими фигурами, координатами и векторами в заданиях повышенного уровня сложности.

Памятка для учителя
– в 10–11 классах с самого начала учебного года необходимо организовать систематический курс повторения математики параллельно с изучением нового содержания;
– продумать календарно-тематическое планирование так, чтобы к концу февраля завершить изучение нового содержания и формирование новых умений. Остальное учебное время направить на тематическое повторение курса математики;
– ключевой проблемой в решении задачи повышения эффективности и качества учебного процесса по математике является активизация деятельности обучающихся за счет значительного увеличения активных форм работы, направленных на вовлечение обучающихся в математическую деятельность; на обеспечение понимания ими математического материала; на приобретение практических навыков; умений проводить рассуждения, доказательства;
– на протяжении всего курса через систему упражнений необходимо поддерживать и развивать вычислительные навыки;
– при проведении занятий необходимо включать задания практической направленности, так как это способствует пониманию роли математики в мире;
– на уроках изучения новых геометрических фактов и формирования умения их применения нужно значительно увеличить долю заданий по готовым чертежам;
– не исключать из контроля сформированности знаний и умений доказательства теорем на уроках с геометрическим содержанием;
– не забывать, что смысл обучения решению задач состоит в том, чтобы в результате обучающиеся могли решать задачи, не встречавшиеся им ранее. Поэтому систему следует создавать из методов решения, а при организации контроля за результатами обучения следует брать задачи, отличные от тех задач, которые уже рассматривали;
– никогда не отступать от правила «Исключительная, классическая строгость любых математических преобразований на уроках математики. Тождественность преобразований должна стать фундаментом любого действия ученика при работе с математическими объектами». 
Анализ выполнения заданий ЕГЭ выявил недостаточность сформированности умения читать график функции, исходя из геометрического смысла производной, а также невыполнение (50,32% участников ЕГЭ по математике) задания с кратким ответом, требующим умения продифференцировать функцию.
Более вероятная причина невыполнения задания с графиком: при отборе содержания уроков имеет место недостаточность заданий, направленных на чтение графиков, исходя из геометрического смысла производной.
Возможно, причина низкого результата во втором случае кроется в подходах преподавания. В большинстве школьных учебников тема «Производная» представлена в 10 классе ещё до того, как получены знания о двух элементарных функциях (показательной и логарифмической). То есть теоретические знания и умения носят системный характер, но являются неполными. В 11 классе изучаются показательная и логарифмическая функции, в том числе и их дифференцирование. Но между формированием системных знаний, умений и их расширением слишком большой временной интервал (10 месяцев), и в этот момент отсутствует концентрическое построение содержания. Результат: целостная система по теме «Производная» в сознании учеников, как правило, не возникает (она распадается на два разрозненных фрагмента). И такие ученики путают формулы дифференцирования степенной и показательной функций. Рекомендуем на тему «Производная» обратить особое внимание в процессе изучения этой темы  и подготовки к ЕГЭ. 
Возможные направления повышение квалификации учителей 
в 2020–2021 учебном году:
· семинар «Система работы учителя математики по подготовке обучающихся к ЕГЭ»;
· семинар «Экспертиза экзаменационных работ ЕГЭ–2021 года обучающихся по математике»;
· КПК «Профессиональная компетентность учителя математики в условиях цифровизации образования»;
· вебинары по темам: 
– «Анализ результатов ЕГЭ–2020 по математике»;
– «Типичные ошибки в ответах участников ЕГЭ–2020 и их предупреждение»;
· в рамках работы школы учителя математики (ШУМ) «Практикум по решению заданий с параметрами»;
· круглый стол в формате онлайн «Изучаем тему «Производная»».
Предлагаем материал для руководителей МО по работе с типичными ошибками участников ЕГЭ на заседаниях МО.
Типичные ошибки участников ЕГЭ в работах по математике 
(профильный экзамен) и рекомендации для педагогических работников

Задание 1. Текстовая задача практического содержания для проверки умения использовать приобретённые знания и умения в практической деятельности и повседневной жизни. Например: «Для приготовления яблочного варенья на 1 кг яблок нужно 1,2 кг сахара. Какое наименьшее количество килограммовых упаковок сахара нужно, чтобы сварить варенье из 16 кг яблок?»
Правильно выполнили задние 82% участников ЕГЭ по математике. 18% участников дали неправильный ответ. Вполне возможно, что часть ошибок можно объяснить излишним волнением в начале работы с КИМами, которое проходит после успешного выполнения задания 2 (ситуация успеха снимает тревожность, повышает уровень внимания). Но возможно, что имели место вычислительные ошибки и (или) недостаточное усвоение темы «Пропорциональные величины».
Ошибки не являются массовыми. Однако развитие вычислительных навыков имеет смысл организовать не только индивидуализируя содержание работы, но и в процессе фронтальной работы с учебными группами. Периодичность: на каждом уроке математики.
Задания 2, 3, 4, 5 успешно выполнены: № 2 (93%), № 3 (86%), № 4 (95%), № 5 (95%). Ошибки не являются массовыми, типичными. Однако, рекомендуется продолжить работу с заданиями 2–5 из тренировочной базы ЕГЭ, усложняя сами задания:
· в задаче 2 – не только прочитать диаграмму (график), но и выполнить несложный расчёт, данные для которого нужно получить не в готовом виде, а читая графически заданную информацию;
· в задаче 3 – усложнить размер клетки;
· в задаче 4 – рассчитать вероятность, исходя из алгебры событий;
· в задаче 5 – расширить круг простейших математических уравнений.
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Задание 6. Отрезки  AC  и  BD – диаметры окружности

с центром О. Угол АСВ равен . Найдите угол AOD. Ответ
дайте в градусах.

Задачу можно решать тремя способами в 2–3 действия: на основании теоремы о связи центрального и вписанного углов с последующим продвижением к теореме о смежных углах; на основании фактов, связывающих градусную меру угла (вписанного, центрального) и градусную меру дуги, на которую опирается угол; и на основании свойства углов в равнобедренном треугольнике с последующим продвижением к теореме о сумме внутренних углов треугольника, а затем к теореме о вертикальных углах. Замечательная задача с точки зрения возможностей её решения, да и вычислительную ошибку сделать достаточно сложно, оперируя целыми числами в пределах 0–180. И тем не менее, 18% участников, которым была предложена в КИМах эта задача, получили оценку «0 первичных баллов». Возможные причины:
– неузнавание геометрических фигур на чертеже и, как следствие, отсутствие теоретических ассоциативных связей, 
– неумение из целого выделить часть (объект) на геометрическом чертеже и исследовать геометрические характеристики выделенного объекта,
– неумение переходить от одного геометрического объекта к другому, по мере расширения объёма информации,
– неумение строить логические цепочки в задачах с геометрическим содержанием.
Рекомендуемые меры: 1) в период изучения новых геометрических фактов и формирования умения ими оперировать долю задач по готовому чертежу доводить до 90%, постепенно снижая её до 30% в процессе продвижения в теме. Таким образом, идёт развитие видения геометрических объектов на больших чертежах, повышается плотность урока, и количество решённых задач позволяет осознать изучаемый факт. 2) и это особенно важно в геометрических задачах: если задача допускает несколько способов решения, то все их нужно обсудить.
Задание 7. На рисунке изображён график функции y = f(x). На оси абсцисс отмечено 10 точек: х1, х2, х3, х4, х5, х6, х7, х8, х9, х10. Найдите количество отмеченных точек, в которых производная функции f(x) отрицательна.
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Более вероятная причина невыполнения задания 29% участников ЕГЭ по математике: при отборе содержания уроков имеет место недостаточность заданий, направленных на чтение графиков, исходя из геометрического смысла производной. Результат: несформированность умения у 29% участников ЕГЭ по математике.
[image: ]Задание 8. Найдите объём многогранника, вершинами 
которого являются вершиныА, В, С, С1 правильной треуголь-
ной призмы АВСА1В1С1, площадь основания которой равна 7,   
а боковое ребро равно 9.
Задание не выполнили 34% участников ЕГЭ, выполнявших вариант.
Возможная причина: неумение видеть часть в целом, фиксируя в сознании существенные признаки объектов, и (или) незнание формулы объёма пирамиды.
Рекомендации: увеличить долю задач по готовому чертежу, усилить контроль за освоением теоретического содержания обучения по математике. Возможные формы: математический диктант, зачёт, систематический индивидуальный минутный контроль по карточке, выбранной учащимся, в дополнение к монологичному ответу у доски по текущему материалу.



Задание 9. Найдите , если  и .
Процент невыполнения – 41. Многие участники ЕГЭ это задание не выполнили, несмотря на наличие справочного материала в КИМах. Предполагаемые причины: наличие вычислительной ошибки и (или) недостаточно усвоенные знания теоретического содержания. 
Задание 10 по существенным признакам не отличалось от заданий тренировочной базы ЕГЭ, демоверсии. Тем не менее, процент невыполнения составил 29. Практически каждый четвёртый участник либо не приступал к решению, увидев логарифм, либо допустил ошибки, выражая неизвестную величину из формулы или уравнения (зависит от способа решения), или допустил вычислительную ошибку.
Рекомендации: как можно чаще решать задачи в общем виде, развивая интегрированное умение работать с формулами, обеспечивая преемственность обучения по естественнонаучным дисциплинам.
Задание 11.Задача на движение лодки по реке.
33% обучающихся (почти каждый третий) не дали правильный ответ. Помимо предположения о возможных вычислительных ошибках, вполне вероятны предположения о составлении неправильной математической модели, неумении решать дробно-рациональные и (или) квадратные уравнения.
Рекомендации: усилить внутреннюю мотивацию учащихся 8–11 классов при изучении соответствующих тем, иллюстрируя значимость безупречных знаний и умений для успешного освоения физики, химии, астрономии, достижения высокого результата на ЕГЭ. 

Задание 12. Найдите точку минимума функции .
Из всех заданий с кратким ответом это выполнено хуже всех. Процент невыполнения 52 (больше половины участников ЕГЭ задание не выполнили).
Возможные причины, зависящие от участников ЕГЭ:
– даже не приступали к выполнению, увидев задание,
– незнание правил дифференцирования и (или) таблицы производных,
– неумение решать подобные задачи, несмотря на их чёткую алгоритмизацию.
Возможна и причина, зависящая от подходов в преподавании. В большинстве школьных учебников тема «Производная» представлена в 10 классе ещё до того, как получены знания о двух элементарных функциях (показательной и логарифмической). То есть теоретические знания и умения носят системный характер, но являются неполными. В 11 классе изучаются показательная и логарифмическая функции, в том числе и их дифференцирование. Но между формированием системных знаний, умений и их расширением слишком большой временной интервал (10 месяцев), и отсутствует концентрическое построение содержания в этот момент. Результат: целостная система по теме «Производная» в сознании учеников, как правило, не возникает (она распадается на два разрозненных фрагмента). И такие ученики путают формулы дифференцирования степенной и показательной функций.


Задание 13. Тригонометрическое уравнение. Основная ошибка в применении формул приведения. Немало было работ, которые свидетельствовали о правильном, но формальном решении. Например, одно из уравнений, которое получали участники, – это . Множество решений вида , указанное участниками ЕГЭ, говорит об отсутствии осознанности результата.
Задание 14. Процент выполнения значительно ниже – 15. Результат очень низкий. Возможно, что некоторым участникам не хватило времени на это задание. Но и ошибок в доказательстве было много. Следует обратить внимание на недопустимость доказательства факта Ф по принципу: «Если имеет место факт Ф, то …». К сожалению, такая ошибка имела место у многих. Меры предупреждения ошибки: не исключать из контроля сформированности знаний и умений доказательства теорем на уроках с геометрическим содержанием.
Задание 15. Уровень формирования умения является недостаточным и близким к критическому (83,91% невыполнения). Типичные ошибки: неправильно определяется область допустимых значений и (или) ОДЗ не учитывается при указании множества решений неравенства. Ряд работ показал неумение участников ЕГЭ решать неравенства вида «Произведение двух множителей меньше 0 или равно 0». Они продемонстрировали неправильные математические представления. Меры предупреждения подобных ошибок в дальнейшем: исключительная, классическая строгость любых математических преобразований на уроках математики. Тождественность преобразований должна стать фундаментом любого действия ученика при работе с математическими объектами. 
Задание 16. Геометрическая задача на плоскости. Процент невыполнения – 98,17. Чаще всего, к этой задаче даже не приступают. Типичные ошибки в решениях: при указании равных (подобных) треугольников не выполняется соотнесение сходственных элементов, что ведёт в дальнейшем к ошибочным утверждениям. Это говорит об ошибках учителя, формирующего соответствующий навык в 7, а затем 8 классах (отсутствии работы над техникой формирования правильной математической записи). Положительный момент в выполнении задания 16: многие участники, выполнявшие это задание, увидели простое и красивое решение на основании теоремы Менелая.
Задание 17 (задача с экономическим содержанием) для выполнявших соответствующие задания из тренировочной базы ЕГЭ не вызвало особых трудностей. Вычислительные ошибки или недостаточность обоснования – самые распространённые недостатки решения. Замечательно, что большинство участников, получивших максимальный балл за задание, выбрали не схематичное, формальное обоснование, а заполнение таблицы по смыслу банковских операций.
Задание 18 (высокий уровень сложности) – задание с параметром. Основной недостаток: получен правильный ответ, но при этом отсутствует доказательство, что других ответов нет. Другими словами, исследование взаимного расположения линий (графически или аналитически) проводится не в полном объёме или вообще отсутствует.
[bookmark: _GoBack]Задание 19. Процент невыполнения – 90,53. Ситуация критическая, указывающая на несформированность умения строить и исследовать математические модели в сложных задачах, проявляя творчество. Однако во всех группах участников («не преодолевшие минимальный балл», «от минимального балла до 60» и так далее) есть те, кто правильно выполнил хотя бы одно из заданий (а, б, в). 
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